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Re´sume´
On e´tudie un mode`le tridimensionnel de´crivant l’effet de peau en e´lectromagne´tisme. On commence par donner un de´veloppe-
ment asymptotique multi-e´chelle de la solution des e´quations de Maxwell en re´gime harmonique pose´es dans un domaine
forme´ de deux mate´riaux, l’un die´lectrique et l’autre fortement conducteur, avec une interface re´gulie`re entre les deux. Afin
de mesurer l’effet de peau on introduit une fonction “e´paisseur de peau” de´finie sur l’interface, ce qui ge´ne´ralise la quantite´
scalaire classique. On donne alors un de´veloppement asymptotique a` haute conductivite´ pour cette fonction, ce qui met en
e´vidence l’influence de la ge´ome´trie de l’interface sur l’e´paisseur de peau.
Abstract
Asymptotic behavior at high conductivity of skin depth in electromagnetism
We study a three-dimensional model for the skin effect in electromagnetism. We first give a multiscale asymptotic expansion
for the solution of the harmonic Maxwell equations set on a domain made of two materials, dielectric and highly conducting,
with a regular interface between them. To measure the skin effect, we introduce a suitable skin depth function defined on the
interface and generalizing the classical scalar quantity. We then prove an asymptotic expansion at high conductivity for this
function, which exhibits the influence of the geometry of the interface on the skin depth.
Abridged English version Several works are devoted to asymptotic expansions at high conductivity of the elec-
tromagnetic field (E,H), solution of the Maxwell system
(∗) curl E− iωµ0H = 0 and curl H + (iωε0 − σ)E = j
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with complementing boundary conditions when the interface Σ is smooth: see [10,6,7] for plane interface and eddy
current approximation, [4] for impedance boundary conditions and [9,1] for insulating and perfectly conducting
boundary conditions. Here, µ0 is the magnetic permeability, ε0 the electric permittivity, ω the angular frequency, j
represents a current density, and σ the electrical conductivity. We assume that these equations are set in a domain
Ω made up of two subdomainsΩ+ and Ω− in which the coefficient σ take two different values (σ+ = 0, σ− ≡ σ).
We suppose that the interface Σ between Ω+ and Ω− is an oriented smooth compact surface and that Σ = ∂Ω−.
Let (yα, y3) be a local normal coordinate system to the surface Σ in a tubular neighborhood U− of Σ in the
conductor part Ω−. Here, yα denote local coordinates on Σ and y3 = h is the distance to Σ, see [8,2]. It is possible
to construct series expansions in powers of δ =
√
ωε0/σ for the electromagnetic field solution of problem (*)
denoted by (E+(δ), H
+
(δ)) in Ω+ and (E
−
(δ), H
−
(δ)) in Ω− :
E+(δ)(x) ≈
∑
j>0
δjE+j (x), E
−
(δ)(x) ≈
∑
j>0
δjE−j (x; δ) and H
+
(δ)(x) ≈
∑
j>0
δjH+j (x), H
−
(δ)(x) ≈
∑
j>0
δjH−j (x; δ)
with E−j (x; δ) = χ(y3)Wj(yβ ,
y3
δ
) and H−j (x; δ) = χ(y3)Vj(yβ ,
y3
δ
) .
The function y 7→ χ(y3) is a smooth cut-off with support in U− and equal to 1 in a smaller tubular neighborhood
of Σ. We derive explicitly the first profiles W0, W1, W2, V0, and V1. This result extends previous works about
skin effect presented in [6,7,10]. Here, Wj = (Wα,j , wj) is a 1-form field in U−, and Vj = (Vαj , vj) is a vector
field in U−. Tensorial calculus is performed by means of a normal parameterization of the intrinsic curl operator,
see [9],
(∇× E)α = ǫ3βα(∂h3Eβ − ∂βE3) and (∇× E)3 = ǫ3αβDhαEβ on Σh .
Here, ǫ is the Levi-Civita tensor, see [5,3],Dhα is the covariant derivative on Σh, which is the surface contained in
Ω− at a distance h of Σ.
The surface componentsWα are distinct from those given in [4] which we denote here by W˜α. Actually these
components are defined in distinct bases and are similar modulo the shifter, cf. [2, § 2.D]:We haveWα(h)dyα(h) =
W˜α(h)dyα(0), with
W˜α =Wα − h bβαWβ and Wα =
∑
n>0
hn(bn)βα W˜β ,
where dyα(h) and dyα(0) are the local bases of the cotangent planes on Σh and Σ = Σ0 ⊂ R3 respectively. Here,
bβα = a
βσbσα (with the summation convention of repeated indices) and (b
n)βα = b
β
ν1b
ν1
ν2 · · · b
νn−1
α , where aβσ and
bσα are the inverse of the metric and curvature tensor on Σ respectively.
In a one-dimensional model, when Ω− is a half-space, the classical skin depth parameter is given by ℓ(σ) =√
2/ωµ0σ. In our situation, we extend this definition and introduce a characteristic and intrinsic length L(σ, yα)
as the length where the field has decreased of a fixed rate, see Definition 4.1. This length L(σ, yα) depends on the
conductivity σ and each point in the interface Σ, and has the following behavior at high conductivity:
L(σ, yα) = ℓ(σ)
(
1 +H(yα) ℓ(σ) +O(σ−1)
)
, σ →∞,
whereH is the mean curvature of the surface Σ.
1. Introduction
On s’inte´resse aux e´quations de Maxwell harmoniques donne´es par les lois de Faraday et Maxwell-Ampe`re
de´terminant le champ e´lectromagne´tique (E,H)
rotE− iωµ0H = 0 et rotH + (iωε0 − σ)E = j . (1)
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Ici σ repre´sente la conductivite´ e´lectrique, ω la fre´quence angulaire, ε0 la permittivite´ e´lectrique du vide, µ0 la
perme´abilite´ magne´tique du vide et j une source de courant. On suppose que ces e´quations sont pose´es dans un
domaine Ω constitue´ de deux sous-domainesΩ+ et Ω− dans lequel le coefficient σ prend deux valeurs diffe´rentes
(σ+, σ−). On suppose que ∂Ω ⊂ ∂Ω+ et on conside`re la condition de l’isolant parfait sur ∂Ω
E · n = 0 et H× n = 0 , (2)
ou` n est la normale sortante sur ∂Ω. La re´solubilite´ des e´quations (1)-(2) ainsi que des estimations uniformes
d’e´nergie ou de re´gularite´ lorsque σ+ = 0 (mate´riau isolant ou die´lectrique) et σ− ≡ σ tend vers l’infini (mate´riau
fortement conducteur) sont e´tudie´es dans [1] lorsque l’interface Σ = ∂Ω− est Lipschitz et pour une donne´e j ∈
H0(div,Ω) = {u ∈ L2(Ω) = L2(Ω)3 | div u ∈ L2(Ω) et u · n = 0 sur ∂Ω}.
Dans la suite, on suppose que l’interface Σ est une surface compacte orientable de classe C∞ et on note n la
normale sur Σ rentrante dans Ω−.
En particulier, on peut de´finir localement des coordonne´es normales (voir [8,2]) : soit yα un syste`me de co-
ordonne´es locales sur Σ et y3 la coordonne´e normale repre´sentant la distance a` Σ. Alors y = (yα, y3) sont des
“coordonne´es normales” a` la surface Σ dans un voisinage tubulaire U− de Σ dans le conducteur Ω−.
On introduit le petit parame`tre
δ =
√
ωε0/σ .
Ainsi, δ tend vers 0 lorsque σ → ∞. Dans ce cadre d’e´tude, on peut calculer un de´veloppement en puissances
de δ de la solution du proble`me (1), voir le paragraphe 2. On compare ce de´veloppement avec celui issu de [4]
et obtenu par des calculs diffe´rentiels diffe´rents, voir le paragraphe 3. Enfin, le but de cette note est de pre´ciser le
comportement de l’e´paisseur de peau L(σ, yα) a` la surface du conducteurΩ− lorsque δ → 0, voir le paragraphe 4.
On note aαβ le tenseur me´trique sur Σ et bαβ le tenseur de courbure dans un syste`me de coordonne´es locales.
La me´trique permet de monter et descendre les indices. On note ainsi bβα = a
βσbσα, ou` la re´pe´tition des indices
covariants et contravariants correspond a` la contraction des tenseurs, voir [8,2].
2. De´veloppement asymptotique
Soit j ∈ H0(div,Ω) tel que j = 0 dans Ω−. Sous l’hypothe`se que ω n’est pas une fre´quence propre du proble`me
limite pose´ dans Ω+ lorsque δ → 0 (voir [1,9]), il existe δ0 > 0 tel que pour tout δ 6 δ0, le proble`me (1)-(2)
admet une unique solution (E(δ),H(δ)) ∈ L2(Ω)2. De plus, (E(δ),H(δ)) admet un de´veloppement asymptotique
multi-e´chelle a` tout ordre en puissances de δ, (E+(δ),H
+
(δ)) dans Ω+ et (E
−
(δ),H
−
(δ)) dans Ω− :
E+(δ)(x) ≈
∑
j>0
δjE+j (x) et H
+
(δ)(x) ≈
∑
j>0
δjH+j (x) , (3)
E
−
(δ)(x) ≈
∑
j>0
δjE−j (x; δ) avec E
−
j (x; δ) = χ(y3)Wj(yβ ,
y3
δ
) , (4)
H−(δ)(x) ≈
∑
j>0
δjH−j (x; δ) avec H
−
j (x; δ) = χ(y3)Vj(yβ,
y3
δ
) , (5)
ou`, d’apre`s l’hypothe`se spectrale sur ω, (E+0 ,H
+
0 ) est l’unique solution du proble`me

rotE+0 − iωµ0H+0 = 0 et rotH+0 + iωε0E+0 = j dans Ω+
E+0 × n = 0 et H+0 · n = 0 sur Σ
E+0 · n = 0 et H+0 × n = 0 sur ∂Ω
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et dans la variable Y3 = δ
−1y3, les profils Wj et Vj sont de´finis sur Σ× R+ et satisfont
Wj(yβ , Y3)→ 0 et Vj(yβ , Y3)→ 0 lorsque Y3 →∞ .
Dans (4), la fonction y 7→ χ(y3) est une fonction de troncature re´gulie`re a` support dans U− et e´gale a` 1 dans un
voisinage de Σ dans U−. Dans un syste`me de coordonne´es normales, on noteWα,j les composantes surfaciques
de Wj , vu comme un champ de 1-formes, et wj sa composante normale de sorte que Wj = (Wα,j , wj). On note
aussi Vαj les composantes surfaciques de Vj , vu comme un champ de vecteurs, et vj sa composante normale. Dans
la suite, on e´tend le syste`me de coordonne´es normales a` U+, un voisinage tubulaire de Σ dans Ω+. On note enfin
jα,k(yβ) := λ
−1(rotE+k × n)α(yβ , 0) pour k = 0, 1 et λ = κ e−iπ/4 (κ = ω
√
ε0µ0 est le nombre d’onde). On a
W0(yβ, Y3) = 0 , (6)
Wα,1(yβ, Y3) = −jα,0(yβ) e−λY3 et w1 = 0 , (7)
Wα,2(yβ , Y3) =
[
− jα,1 +
(
λ−1 + Y3
)(
bσαjσ,0 −H jα,0
)]
(yβ) e
−λY3 (8)
et w2(yβ , Y3) = −λ−1Dαjα0 (yβ) e−λY3 ,
voir [9], ou` H = 12bαα est la courbure moyenne de l’interface Σ et ou` Dα est la de´rive´e covariante sur Σ. La
composante surfacique du terme d’ordre 3 est aussi calcule´e dans [9].
On calcule ensuite les profils Vj de (5) a` partir de la premie`re e´quation de (1) e´crite en parame´trisation nor-
male et des profils Wj . L’ope´rateur rotationnel en parame´trisation normale admet la de´composition suivante en
composantes contravariantes, voir [9]
(∇× E)α = ǫ3βα(∂h3 Eβ − ∂βE3) et (∇× E)3 = ǫ3αβDhαEβ sur Σh . (9)
Ici Dhα est la de´rive´e covariante sur Σh, surface moyenne de hauteur h := y3 par rapport a` Σ dans le conducteur ;
ǫ est le tenseur de Levi-Civita, voir [5,3], dont les composantes contravariantes ǫijk de´pendent de h et s’expriment
dans un syste`me de coordonne´es normales
ǫijk =
√
det
(
aαβ(h)
) −1
ǫ0(i, j, k) ,
ou` aαβ(h) de´signe le tenseur me´trique sur la varie´te´ Σh, les indices i, j, k ∈ {1, 2, 3} et ǫ0(i, j, k) = 1 si (i, j, k)
est une permutation circulaire directe, ǫ0(i, j, k) = −1 si (i, j, k) est une permutation circulaire indirecte et
ǫ0(i, j, k) = 0 sinon.
Remarque 1 D’apre`s [8,2], on a
aαβ(h) = aαβ − 2bαβh+ bγαbγβh2 , (10)
donc, si a = det(aαβ), il vient (voir [9])
ǫijk =
√
a
−1(
1− 2Hh+O(h2))ǫ0(i, j, k) .
Apre`s le changement d’e´chelle h = δY3 puis de´veloppement selon les puissances de δ des e´quations (9), on
de´duit des de´veloppements (3) et (4) l’expression des premiers termes du de´veloppement (5) en champmagne´tique
(calculs contravariants) :
V0(yβ , Y3) = h0(yβ) e
−λY3 , (11)
ou` h0(yβ) = (n ×H+0 )× n(yβ , 0) est la composante tangentielle du terme H+0 , et si hαj (yβ) := (H+j )α(yβ , 0),
Vα1 (yβ, Y3) =
[
hα1 + Y3
(H hα0 + bασhσ0)
]
(yβ) e
−λY3 , (12)
v1(yβ , Y3) = λ
−1Dαh
α
0 (yβ) e
−λY3 . (13)
On peut calculer les composantes covariantes Vα,1 en utilisant le de´veloppement (10) de la me´trique et les termes
Vα0 et Vα1 . Si hα,j(yβ) :=
(
H
+
j
)
α
(yβ , 0), il vient
Vα,1(yβ , Y3) =
[
hα,1 + Y3
(H hα,0 − bσαhσ,0)
]
(yβ) e
−λY3 .
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3. Comparaison avec les re´sultats issus de [4]
On compare dans ce paragraphe les premiers termes profils (7), (8), (11) et (12) avec ceux qu’on note W˜α,1,
W˜α,2, V˜0 et V˜1, issus des formules (5.23), (5.27), (5.28) dans [4] pour une e´tude analogue des e´quations (1)
et une condition au bord d’impe´dance. Les termes V˜0 et W˜α,1 sont cohe´rents avec (11) et (7) respectivement.
Cependant des termes supple´mentaires de courbure bασ apparaissent dans les expressions (12) et (8) par rapport a`
leurs homologues V˜α1 et W˜α,2. De fait les termes W˜α etWα sont les composantes d’un meˆme champ de 1-forme
sur Σh vu comme champ de R
3 mais calcule´s dans des bases diffe´rentes. On aWα(h)dyα(h) = W˜α(h)dyα(0) ou`
dyα(h) et dyα(0) sont des bases locales des plans cotangent (paralle`les) a` Σh et Σ = Σ0 ⊂ R3 respectivement. Le
lien entre ces deux composantes est donne´ par le shifter, voir [8] et [2, § 2.D], et on a
W˜α =Wα − h bβαWβ et Wα =
∑
n>0
hn(bn)βαW˜β ,
ou` (bn)βα = b
β
ν1b
ν1
ν2 · · · b
νn−1
α avec la convention (b0)βα = δ
β
α.
4. De´veloppement asymptotique de l’e´paisseur de peau
Dans un mode`le 1D de l’effet de peau ou` le conducteur est mode´lise´ par le demi-espace z > 0, l’amplitude du
champ e´lectrique en tant qu’onde plane s’e´crit :
‖E(z)‖ = E0 e−z/ℓ(σ) ,
ou` E0 ∈ R et la quantite´ ℓ(σ) re´fe´rence´e dans la litte´rature comme e´paisseur de peau est
ℓ(σ) =
√
2/ωµ0σ .
Remarque 2 Les quantite´s ℓ(σ) et δ sont lie´es par la relation ℓ(σ) = δ/Reλ .
Afin de de´finir l’e´paisseur de peau associe´e a` notre mode`le 3D pour une donne´e j, on de´finit, a` partir du champ
magne´tique
V(δ)(yα, y3) := H
−
(δ)(x), yα ∈ Σ, 0 ≤ y3 < h0 (h0 > 0 assez petit).
De´finition 4.1 Soit Σ une surface re´gulie`re et j une donne´e du proble`me (1) telles que pour tout yα dans Σ,
‖V(δ)(yα, 0)‖ 6= 0. L’e´paisseur de peau est la quantite´ L(σ, yα) de´finie sur Σ ayant la plus petite valeur re´elle
positive telle que
‖V(δ)
(
yα,L(σ, yα)
)‖ = ‖V(δ)(yα, 0)‖ e−1 . (14)
Remarque 3 D’apre`s le the´ore`me des valeurs interme´diaires, L(σ, yα) est bien de´finie et est intrinse`que.
Le the´ore`me suivant pre´cise le comportement de l’e´paisseur de peau L(σ, yα) a` haute conductivite´ σ en tout
point yα de l’interface Σ.
The´ore`me 4.2 SoitΣ une surface re´gulie`re de courbure moyenneH. On suppose que h0(yα) 6= 0. L’e´paisseur de
peau L(σ, yα) admet le de´veloppement asymptotique suivant
L(σ, yα) = ℓ(σ)
(
1 +H(yα) ℓ(σ) +O(σ−1)
)
, σ →∞ . (15)
PREUVE. La de´monstration est effectue´e par des calculs contravariants sur le champV(δ) de´fini parV(δ)(yα, Y3) :=
V(δ)(yα, y3). D’apre`s (5), on a
V(δ) =
(Vα0 , 0)+ δ(Vα1 , v1)+O(δ2) .
Par de´finition du module d’un champ de vecteurs il vient :
‖V(δ)‖2 = aαβ(h)Vα0 Vβ0 + 2δ aαβ(h)ReVα0 Vβ1 +O(δ2)
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D’ou` en de´veloppant la me´trique, voir (10), puis en utilisant (11) et (12)
‖V(δ)‖2 = (aαβ − 2δY3bαβ)Vα0 Vβ0 + 2δ aαβ ReVα0 Vβ1 +O
(
(δ + y3)
2
)
=
[
‖h0‖2 − 2δY3bαβhα0 hβ0 + 2δ aαβ Re hα0
(
h
β
1 + Y3
(H hβ0 + bβσhσ0 )
)
+O((δ + y3)2)] e−2Re(λ)Y3
=
[
‖h0‖2 + 2δRe〈h0,h1〉+ 2δY3H‖h0‖2 +O
(
(δ + y3)
2
)]
e−2Re(λ)Y3 .
Comme h0(yα) 6= 0, on peut de´finirm(yα, y3; δ) de fac¸on que
‖V(δ)(yα, y3)‖2 = ‖h0(yα)‖2m(yα, y3; δ) .
D’apre`s l’identite´ ci-dessus, on a
m(yα, y3; δ) =
[
1 + 2δ‖h0(yα)‖−2 Re
〈
h0(yα),h1(yα)
〉
+ 2y3H(yα) +O
(
(δ + y3)
2
)]
e−2y3 Re(λ)/δ ,
et, ainsi
m(yα, 0; δ) = 1 + 2δ‖h0(yα)‖−2 Re
〈
h0(yα),h1(yα)
〉
+O(δ2) .
Par de´finition de L(σ, yα), on a
m
(
yα,L(σ, yα); δ
)
/m(yα, 0; δ) = e
−2 .
Par un de´veloppement asymptotique en δ, on en de´duit (15). 
Remarque 4 (i) Si on pose
W(δ)(yα, y3) := E
−
(δ)(x), yα ∈ Σ, 0 ≤ y3 < h0 ,
on peut de´finir une e´paisseur de peau similairement a` (14) a` partir du champ e´lectrique W(δ). On peut montrer le
meˆme de´veloppement asymptotique (15) pour cette nouvelle e´paisseur de peau.
(ii) Si on pousse plus loin le de´veloppement asymptotique de L(σ, yα) on trouve des termes qui de´pendent du
second membre du proble`me (1) et non plus seulement de la courbure moyenne du bord du conducteur.
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